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YBOI

[TocmaTpajmo HE3 IpUPOAHUX OpOjeBa KOju cy MOTYIHE crenenu: 1,4,8,9,16, 25,27, ...
OBaj Hu3 HeMa HeKy MOoceOHYy MPAaBUJIHOCT - HAPABHO, KBAJIPATH Cy Y HEMY Haj3ac-
TYIJbEHUjH, 118 3aTUM KyOOBHU, 1 TAKO jlajbe. VIHTepecaHTHO je YOUuTH Jia cy OpojeBu
8 m 9 cyceqHu cTemeHu, aJn Ja JIU MOCTOjH jOIT TAKBUX MapoBa’

Benrnjckn maremarmuyap Exkem [llapn Karaman je 1844. rommae 00jaBmO mpet-
nocTaBky na ¢y 8 m 9 jenuau cyceqnu cremenu. (OBaj mpobJyieM 3aHHTEPECOBAO je
MHOTe MaTeMaTH4ape KOju CYy JONPUHETN HerOBOM PEIaBarby, CBE JIOK PYMYHCKH
maremarndap [Ipega MuxajieckKy Huje KOHAUHO CTAaBUO TAavkKy Ha mera 2002. ro-
JIMHE.

Y cBoM f0Ka3y, Muxajiecky je KOpUCTUO pa3He pe3yJTaTe KOju Cy PaHHje OTKPUBEHN,
aJIM U YCIeo JIa WX TIOBeZKe €a CBOJUM 3aKJbYUIIIMAa M TUMe Pellld 0Ba] 3aXTeBaH MpPo0-
JIEeM.

Y oom pajty 6aBuhemo ce jejHadunom xP —y? = 1, rie cy cBe Heno3HaTe HPUPOIHI
opojesu Behu o1 1, a p u ¢ 6pojeBu Behu o 1.

[Tpumernmo j1a MOYKEMO MIPETIIOCTABUTH ja cy p u q npoctu Opojeru. Hamgame hemo
KOPUCTUTH Taj YCJIOB.

AnammsupaliemMo pererme u lbeMy IIOBe3aHe CaydajeBe. [JIaBHE Je0 paja je JOKa3 1a
je 6poj 9 jesuHM MOTIYH KBa/JIpaT CycelaH HPUPOIHOM CTEIeHy, OJIHOCHO perinhemo
jemHAUYMHY KaJla je HeKU OJ1 P U ¢ jeiHaK 2.



2 1. V¥VBogxg

Catalan’s conjecture

a'=bt=1 wabmn>1

has only one integer solution:

3=

Proposed by Eugene Catalan, 1844
Proved by Preda Mihailescu, 2002

Cmuka 1: Tspheme xunorese

Az = FL + 1

Cmuka 2: CJIUKOBUT NPUKA3 U CTENeHU KOju cy ,,0,1mu3y”
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O pememny

[loznaro nam je pememe (x,y,p,q) = (3,2,2,3). Hekonuko cTBapu MOKeMO YOUUTH.
Ha nmpumep, na cy x m y npoctu. [laga maM ma mamer jga reHepaaTn3yjeMo T0Ka3 Ja
je TO jeJMHO pelieme KaJl je HeKW OJ £ U Y IPOCT, WU CTENeH HPOCTOr Opoja.

2.1 Penreme y3 ycJIoB Jia je y CTEeIleH IPocTor bpoja

Hexka je y = 7%, rae je r npoct, a k npupogan 6poj. CMenom kq = | Hamra jenHauHHA
ce CBOIM HA:
P —rl=1

OBa jemHaunmHa MOYKe Ce DPEeIUTH PYyTUHCKOM mpuMeHoM ZKurMOHHjeBe Teopeme.
MebhyTtuMm, HeMa cMHCJIa KOPUCTHTH ,,TEIIKY apTH/bEPU]Y” , ¢ 003UPOM Ha TO Jia IMOC-
TOJU jeTHOCTABHO Pelllerhe KOje HaBOJUMO HCIIO/I.
Pazapajamo jiBa ciydaja:
1° r = 2. 3uamo 7ga je:
1= +aP 2+ tr+1)=2

OpnaBge je jacHo 1a je x HemapHO. MehyTuM, ykoauko je p HemapaH mpocCT
Opoj, JIpYru YMHHJIAL je HemapaH jep je oH 30up p HemapHux cadbupaka. OH je
ounTo Behm o7 1, ma He MoKe OWTH CTeIleH JBOjKe, OMHOCHO Jeauaal opoja 2.
Jlakse, mopa 6utu p = 2. Caza je:

(e~ 1) +1) =2,

3



2. O pememy

20

nacy r—1ux+ 1 crenenn 1BojKe KOjU ce PA3JIMKY]y 3a 2, OJaKJIe je JaCHO Jia
je v = 3. Jaksie, oBJie J0Ja3UMO JI0 pellierba ITodeTHe jeqHaunne: 32 — 23 = 1.

r > 2. Ilonoso hemo 3anucarn:

? —1=(z—-D(aP ' +2? 2+ +x+1)=1

oJakJje cy o0a YMHHONA cTemeHu Opoja 7. llpuMermmo 1a 3a cBakKH HHUXOB
3aje JHUYKH JIeJIHIal d BaXKu:

r=1(modd) = 2"+ ...+ x+1=p (mod d), na ako OHI HUCY y3ajaMHO
MPOCTH MOpa BaxKUTH d = P.

AKo cy YHHHONN y3ajaMHO TPOCTH, Mopa 6uTn © — 1 = 1w oP~ 1 4+ ...+ 1 =rl,
Onasje je x =2 u 27 — 1 = r!. OBo je cuenujajinu ciaydaj 3a ,,ciaydaj Kaj je
X CTeIleH JIBOjKe”, KOju BUIIE oAroBapa jeny 2.2 u 6buhe naBeyen ty.

[IpermocTaBuMO cajia /1a IUHUONHM WUMa]y HEKH 3ajeJTHUHYKNA MPOCT JEeTUJIAIL.
[Io mpeTxoanoM, oH Mopa OUTH p, a 00a cy cTemneHu Opoja r, ogakae je p = 7.
Hama jepnaunna ce ¢Boju Ha:

P —1=(r—-DE@E" '+ . +r+1)=p

13 Mase ®epmaose Teopeme jacho je aa je x¥ — 1 = x — 1 (mod p), onaxie je
x =1 (mod p).

Kako cy oba ynnuona crenenu 6poja p u nucy 1, a jpyru ounrjiejino Behu o1
IPBOT, APYTH YHHIIAL MOpa OuTH mebus ca p?. Mebyrum, noxazahemo aa
0BO HHje Moryhe.

p—1 p—1 )
Heka je © = sp + 1. Uspauaymahemo > z' = > (sp+ 1)’ mo momyny p? y3
1=0 =0

nmomoh cienehe seme:

Jlema 2.1. (sp+1)' =isp+ 1 (mod p?)
Joxas: Tlo Guromuoj hopmyin je:

(sp+ 1) = Z (;) (sp)! =1 +isp+ (;) s*p* + ... =1+ isp (mod p?),

J=0

jep Cy CBH 4JIaHOBH CyMe Hajiajbe Je/buBH ca p°. [



2.2. Permeme y3 yCJIOB Ja je © CTEeIeH MpPOCTOor Opoja 5

Cana je mo Jlemun:

p—1 ) p—1 . p—1 p—1 p—l 1
Z Tt = Z(Sp+1)z = Z(1+ZSP) =p+ Z Z'Sp:p+5pz 1 :p—l—spp(P2— ) =
i=0 i=0 i=0 i=0 i=

2p—1

p+ sp*E= = p (mod p?),

jep 2 | p—1 (oBo He 61 BazkmiIo y 1°, 1A ¢MO 3aTO ¥ HATIPABUJIN OBAKBY MOJIETY
cJIydajeBa).

Hakne, ocum (3,2,2,3) He mOCTOjH APYTO perese (x,y,p, ) HaIle jeTHATHHE
P —y? =1 axo je y crenen upocror d6poja. [

2.2 Penreme y3 ycJIOB Jia je x CTEIIEeH IIPOCTOr Opoja

CIMYHO Kao y IPeTXOIHOM CJIydajy, Hallla jeHAYNHA ce cBoau Ha 1! —y? = 1, e je
r upoct, a | > 2 npupogan 6poj. CIMIHO Kao y IPETXOJIHOM, U3ABOjHIeMO MoceOHO
caydaj Kaj je r = 2.

1° r =2, awkn 2\ — 1 = g9,

IIpumernmo fa je g # 2, jep 4 | 28 u 4 1 y?> + 1 uu 3a jegan mpupogan 6poj ¥.
Jlakme, q je HemapHoO.

CAuvHO MPeTXOHOM ey, 3anucalieMo HaITy jeHAUnHY y ciaeneheM oOJHKY:

2 =yi+l=(y+ )" " -y +.. —y+1)

N3 jeqnavyuHe je 0O9UTO Yy HEMApHO, Ia je OBJe JAPYTW YWHWJIAI HellapaH, jep
OH TIpeJCTaB/ba 30Up ¢ HemapHux 6pojesa. Kako on gean 2! u ounTo je mosu-
THBaH, oH Mopa outu 1. Mehyrum, y > 1 u g > 3, ongakie je

W =y Pyt ) =1 (P ) b T -y >
1a y OBOM CJAy4ajy HEMa pPelieha.

2° r je menapan upoct 0poj.



2. O pememy

[IpumeTumo Ja 3a HEHAapHO ¢ MOXKeMO pacTaBuTd y? + 1 Ha HpocTe YUHUOIE U
Mabe-BHUIlle OCTYNATH HA UCTH HAYMH KA0 Y JIPYroM ciaydajy aesa 2.1. (moc-
MaTpambeM HajBeher 3aje IHIYKOr JIeJ1rola, ako je Behu ox 1 onga je ¢ = r, na
cy oba umHMOIA crenenu Opoja r, apyru duHuiaan Behu cem 3a y = 2 koje je
peh amammsupano y 2.1, a HUKaJ HEje Je/bUB ca 72 - JOKa3 UCTH Ka0 y 2.1).

Casia ce mocTap/ba UTame: MMTa ako je q = 27
Hamra jemnagmna ce Tazga sanucyje kao 7 — 1 = y2.

Uspas r' — 1 MoKeMO pacTaBUTH Ha YHHHOINE, ajJd TO IITO je T HPOCT OPOj
HaM HHUIITa JOJATHO He TOBOPU O HajBeheM 3aje IHMYKOM JIeIUOIy UHHUIATA.
CaMuM THM, 0Baj yCJI0B HaM He JesIyje HIMAaJIo jadn o jexmaunne 2P —y? = 1
3a GIII0 Koju npupoian 6poj x (HeGUTHO Ja Jiu je cTeneH mpocTor 6poja).

Jaxme, pactasmpame ' — 1 me momaske nam myno. C apyre crpane, y2 + 1 ne
MOXKEMO PAaCTaBUTH, Oap He Y CKYIy HpHPOIHUX OpojeBa.

Cama, unmbeHHIa Ja ce jeqnadnta P —y? = 1 He MozKe PeIUTH eJleMeHTapHOM
TeopujoM OpojeBa HaM FOBOPH KOJIUKO je KaramaHoB mpobjeM 3aXTeBaH.

Y HacraBky pajia, perraBahemo ciioxKeHuje ciydajeBe U U3BOIUTHU 3aKJby UKe
3a X M Y Y 3aBUCHOCTHU OJ P U (.



3
Cayuaj q =2

Y oBOM moryiaB/by aHaJgm3upalieMo caydaj Kajia je ¢ = 2, OJHOCHO MamHU CTeleH
kBagpar. OBOM jeaHadumHOM 0aBmO ce (DpaHIYCKH MaTeMarndap Bukrop-Ameme
Jleber u perrno je 1850. rojune.

Ilohumo on jenmaumne 2P = 3% + 1. Kaxo je p > 2, 1eBa cTpaHa je jesbuba ca 4
VKOJIMKO je x mapaH Opoj, a JIaKo ce IpoBepaBa Ja JecHa cTpaHa He MOyKe OMTH
Je/bUBa ca 4 HU 3a jegaH 1eo Opoj y. Jakiae, x Mopa OMUTH HemapHO, a CAMUM THM
Y MapHoO.

[TocmaTpajmo jennauuny y npcreny Z[i] DaycoBux mesux 6pojesa:

(yi+1)(1 —yi) = a?

[Tosuaro je ga dememe ca ocrarkoM (JICO) n Ocrnoua Teopema apurmernke (OTA,
OJIHOCHO jJeJIMHCTBEHCOT PACTaB/bakba Ha POCTE THHHUOIE JI0 HA jeMHIYHE eJIeMeHTe)
Bazke y Z[i] (Bumern [4]). Takobe, 1ako je mposepuru jna cy +1, +i jennsn jeuHudasm
esiemenT oBor npcreda. Caja pauyHamo Hajseln 3aje JHUYKM Je/ Al YAHAIAIA
ca JieBe CTpaHe:

d=(yi+1,1—yi) = d|2

a yKOJMKO OHHM HHUCY y3ajamMHO mpocTu, 36or OTA Mopajy OuTH Je/pbHUBH HEKHM
npocTuM Jesunonem 6poja 2 y Z[i|. Y Z[i] ce 2 pacrasmpa kao (1 +14)(1 — ). Iomro
3HAMO JIa je y MapHO OJ] paHUje, cCAMHM THM Je/bHBO ca 2y Z[i], 3ak/bydyjeMo na

7



8 3. Cayuaj q =2

Yyt + 1 HUje /1e/PUBO HUJeJHUM O] OBUX UMHUJIAIA, jep OHU Jlejie yi, a OYUTO He je-
nuandET 6poj 1. Camum tuM, yi + 1 u 1 — yi cy y3ajaMHO MPOCTH, OJTHOCHO OHU CYy
eKBUBAJIEHTH p—THM CTeleHnma u3 Z[i|.

[Ipumerumo na p HEje 2, jep pa3/jidKa JiBa KBaJipaTa He Moxke outu 1. 30or Tora
axku: (+1)P = +1, (£i)? = 40 winm (+0)P = F4, y 3aBUCHOCTH Ol OCTATKa Opoja p
npu Jiesberby ca 4. 3aro ¢y eKBUBAJIEHTH p—THUM CTerneHnMa y Zl[i] yjeano u p—ru

CTEIICHU.

Kaxko cy yi+1 u 1—yi konjyratu y Z[i], onu cy p—Tu crenenu MeljycoGHO KOHjyroBaHuX
opojeBa. To 3Haum na 3a Heke 1ese 6pojeBe a u b Bazke cienehe jBe jeaHadmme:

(a+bi)f =yi+1

(a—bi)P =1—yi

Jacno je ga je b # 0, jep je y npupogan 6poj. CabupameM jegHadnHa 3aK/bYqYjeMO:

(a+ bi)" + (a — bi)P = 2

3namo ga 2a = (a+bi)+ (a—bi) | (a+bi)? + (a—bi)? = 2, jep je p HemapHo, omaKIe
je a = +1.

Caza ce nama jegnadnna csogu Ha (1 + bi)P + (1 — bi)? = £2.

Cerumo ce j1a a+ bi auje nespuBO HUjeHAM o1 1 4¢ 1 1 — ¢, a 3HAMO J1a je a HellapaH
6poj. Camum tum je b mapan (y cynporaoMm 1+i | 2| (a+bi)—(1+44), ma 1+i | a+bi).

o N 2j+1 _pi\2i+1
Hedurnmamo wvu3 a; = (1 + bi)7+ 4 (1 — i)~ ™+,

Jokakumo fa 3a mapho b Baxu 8 | a; — 2 3a CBaKU HeHeraTHBaH IIeo Opoj j. 3a-
nera, ag = 2, a; = 2 — 6b%, a U3 Teopuje PeKyPeHTHUX jeIHATNHA 3HAMO [a OBaj HU3

UCIIyEhaBa Pearujy:

anra = (1+00)* + (1= bi)*)aps1 — (14+b)2(1 = bi)2a, = (2= 2b%) a1 — (1+b%)a,,

ojlakJjie TBphere cjie/in jeIHOCTAaBHOM MHJLYKIIMJOM 110 7.



Opnagge je jacuo ga je (14 bi)? + (1 — bi)P = 2, jep je p memapas 6poj.

p—1

2 A
Pacnummmo jennauuny mo 6uaoMuoj dbopmyan: 2 (g’j)(bi)zf = 2, OIHOCHO
7=0

p—1

- p

» (=1 (. )p¥ =0

: 27

J=1
Jlokazahemo 1a je oBO Hemoryhe mpeko apryMeHTa JeJbUBOCTU CTEIIeHOM JIBOjKe.
3amcra, ako ca ve(m) o3Haunmo Hajeehwm cremen aBojke Koju Jesu 1eo 6poj m pa-
3JMYUT OJ1 HyJe, IPBH cabUpaK y cymMu uMahe cTporo Marmu €KCIOHEHT OJ CBHUX
OCTAJINX, T1a 30MpP CBUX cabupaxa He MoxKe OuTH 0, YKOJIUKO IOCTOJH BUIIE O] jeIHOT
cabupka. JeaHoCTaBHO ce IMpoBepaBa Jia 3a p = 3 Mopa outu b = 0, mTo je Hemoryhe

10 TPETXOTHOM, 1a MOYKEMO CMaTpaTu p > o.

Kako dakrop (—1)7 e yTuue Ha Vg, MOZKEMO YBECTH HHU3:

-2

y /by JOKa3mBama Ua(21) < va(x;) 3a j > 1.

OBo TBpheme eKBUBAJIEHTHO je ca:

o2 (@) o (2

Kako je 7 > 2, (5}‘_22) npupojian 6poj, 27 — 1 menapan, a b mapan 0poj, 3HaAMO:

()2 ()

>2j—2—w(j) > j—vaj) > J —logyj > 1,

na je joka3 3aspiien. Jlakie, jexnadnna 2P — y? = 1 Hema pemtemba. [J
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3. Cayuaj q =2




4
Cayuaj p =2

VY oBom mornapby Gapuliemo ce jenmaunnom z2 — y? = 1. OBy jeanauuny IpBH je
pemuo kopejcku MatemaTndap Ke [Tao 1965. romgume.

[TpumeTnMo j1a periersy moverHe jeHaqdnne (T, Y, P, ¢) OATOBapa Pellerme oBe jeHa-
anne (x,y,q). JacHo je ma je ¢ > 2, jep pasiuka JBa IPUPOJHA KBAIPATA HUKA]
He Moxke Outwm 1. Jlokas heMo pa3aBojuTw Ha ABa ciydaja: CIENHjaTHO 38 ¢ = 3 U
q > 3.

4.1 Cayuaj q =3 - OjinepoB Jg0Ka3

Hama jennaumna ce csoan Ha 22 — y° = 1. Murepecantno je ga ce Ojaep 6aBuo pe-
IaBabeM OBe jeHAaYNHe, U TO y CKYIy HeHY/Ia PallMOHAJHUX OpojeBa, I/e je je TnHO
pememse (z,y) = (£3,2) (mpuMernMo 12 TO 3HAYM JIa HE TOCTOje PAIMOHAIHA OPO-
jeBU KOju HUCY TeJH U 330BOJbaBajy oBYy jemnaquny). CBoj qoka3 o6jaBuo je 1738.
roqune (mojcerumo ce na je Karamanosa mpermnocraBka objaB/beHa Tek 1844. ro-
JIHHE).

Y oBowm geny pemoncrpupahemo Ojieposo pemremse jeqnauune 2 — y° = 1y cKymy
HNO3UTWBHUX PAIMOHAJIHUX OpojeBa. lako Ham3rien NpUJINYHO HEWHTYUTHBHO, OBO
peMeK-JIe7I0 3aCHOBAHO je HA MO3HATO] uieju: mapy (r,y) W3 oBe jeqHAUHHE KOju
uuje (3,2) upuupyzxuhiemo nap npupoHux 6pojeBa Koju 3a/10B0/baBa €KBUBAJICHTHY
jeiHavyuny, rna TEME MOYeTHY jeHAKOCT CBECTH Ha oJroBapajyhy y cKymy npupo/-
Hux OpojeBa. Onma hemo mapy mpupoaaux OpojeBa KOju MCIyHaBa HOBY jeTHATUHY
NPUAPYKUTH joul ,,Mamu nap” (1I0J OBUM MOApa3yMeBaMoO Hap ¢a MamuM 301pOM)
KOJH 3a/I0BOJbaBa MCTY jefHAYNHY. OBUM TPONECOM CMambyjeMO pellema, a TO He
MOZKe BEYHO Tpajar (OBa TEXHHMKA MO3HATA je KA0 MeTOJ DECKOHAYHOI CIIyCTa).
Jlakye, ako ycmemo Jia CIIPOBEJEMO OBY H/Iejy, JIaKO he CJaeuTH Jia NMoYeTHA jejl-

11



12 4. Cayuaj p=2

HAYMHA HEMa JPYTUX Pelleba y CKYILy palldoHaJHuX 6pojeBa. OBaj 10Ka3 MOKEMO
Hahu y opuruHasty Ha JATHHCKOM je3uky y [1].

Hexka je x mo3uTnBHO M & = £ HECKpaTHWB pa3JjiOMaK 3a HeKe IMPUpOoHe OpojeBe a u

b
b.
Kako je Z—; + 1 xBajgpar panuonajnor 6poja, muoxemem ca b (koju je ksajpar)
3ak/bydyjemo Ja 6poj b(a® + b) kBajpar npupoanor Gpoja. /lokazaliemo jia oBo He
MO>K€ BayKUTH OCHM 33 a = 2 u b= 1.

Heka je ¢ = a + b > b. Pacraspamem 30upa KyOOBa Ha YUHHOIE, 3aK/bY4Y]jEMO 1
je cnenehu m3pas MOTIIYH KBAJIPAT:

f(b,¢) = be(3b* — 3be + )

Osne mocToju ounryieiHo perretbe (1,1), aau oHO He WcHyaBa ¢ > b, ma ra 3aHe-
Mapyjemo.

Heka nocroju najuamn takas nap (b, c) y kom je (b,c) # (1,3), a (b,c) = 1. 13-
rpaulieMo jour Mamy Takas map u John 10 KOHTPaTHKIHje.

[pumerumo jga us (b, ¢) = 1 ciaenn (b, (36> —3bc+c*)) = 1 u (¢, (30* — 3bc + 2)) | 3.

Ako je npyru Hajeehu 3ajeTHUYIKH Jesuiall jeqHak 3, ouga 3 | ¢ u ¢ = 3¢p. Meby-
tuMm, yepinrasameM v f (b, ¢) u gempemem ca 9 mobujamo Marbe pereme (1, b) 3a Koje
je f(c1,b) nornyn xBajgpar. Ouuro je (c1,b) # (1,3), jep 6u 6uso (b,c) = (3,3), na
oHHU He Om Omm y3ajaMHO mpocTu. Takobe, jacHO je ja cy b u ¢ y3ajaMHO TPOCTH,
OJIaKJIe CMO JOOWIN Mambu map, 1ma je oBo Hemoryhe.

Opane cy 6pojesn b, c u (3b* —3bc+ c?) y3ajaMHO IPOCTH MO TAPOBUMA, a TTPOU3BOJL
uM je nornyH KBajpar. Cieau na cy ¢Bu oHM NOTHyHH KBagparu (b > 0,c¢ > 0, ma

u Tpehin ynHuUIA MOpa OGUTH MO3UTHBAH ).

Kako je 30 — 3bc+c? < ¢® m muje 0 (jep 3 1 ¢), To je OH KBapaT HEKOT GPOja MAbET
0/1 ¢, OJIHOCHO TOCTOje y3ajaMHO MPOCTU HPUPOJHU OPOjeBH m U n 3a Koje je:

(362 — 3be + 2) = (c — %6)2

CpebuBamenm oBe jennaunue u ckpahupameMm ca b # 0 MOKEMO 3aK/bYUUTH 113 je:



4.1. Cayuaj g = 3 - OjaepoB moKa3 13

b 2mn— 3n?

c m?2 — 3n?

JleBU paszsiomMak je mo mMpeTXoJHOM HecKpaTwuB. l3padyHajMo HajBehm 3aje THUIKHN
Jessan 6pojuoIa 1 HMEHUOIA IeCHOT pa3JjoMKa, 3uajyhn ma je (m,n) = 1.

Hexa neku npoct 6poj 7 jgeau 2mn — 3n? = n(2m — 3n) u m? — 3n?.

Axo 7 | n, ouga v | m? = r | m, wro je uemoryhe jep (m,n) = 1.
Haxme, r | 2m — 3n. Jacuo je ma je r # 2, jep 6u Taga u m u n OWIN TAPHU.

U3 2m = 3n (mod r) je 4m? = 9n? (mod r) u 3m?* = 9n? (mod r) Baxm u3 apyror
yCJI0Ba, ofakJe gobujamo r | m, ma r | 3n, omHOCcHO 7 | 3.

JacHo je ma He Mory oba Opoja 6utu jesbuBH ca 9, jep Ou m u n OWIN JeJbUBH ca 3.
Jlakse, oB/Ie IMaMO JBa cJaydaja:

1° H3/ (2mn — 3n%, m? — 3n?) = 3. Taga 3 | m no nperxoanom, na je m = 3k u
(k,n) =1. Cana je:

b_2nk—n2
¢ 3k2—n?’

IpH 4eMy je caja ! JeCHH Pa3jIoMaK HeCKDATHB.
Onasze je b= 2nk —n? n ¢ = 3k*> — n?, wm b =n? — 2nk u ¢ = n? — 3k>.

MebhyTum, T0 TPETXOIHOM je ¢ TTOTHYH KBaaparT, a 3k* — n? To we Moxe 6uTH

(jenmauuna u? + v? = 3w? Hema pellema y CKYIy OPHPOJHHUX OpOjeBa: HeHO

HajMame pererbe (u, v, w) Ou UMAJIO0 CBe KOMIIOHEHTe JeJbuBe ca 3 (mokasaTu!),
u vow

na 6m (g, %, %) OUI0 Mame pereme).

Onasje caenn 1a je b = n? —2nk u ¢ = n? —3k%. OunTo je ¢ KBaApaT Marbu O]
n?, na je 3a Heke y3ajamuo npocre 6pojese | 1 s ncnymeno n? —3k* = (n—Lk)?,
na je:

k_ 2ls
n  3s2+12
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. 2_ 2
[TomTo je b moTmyH KBaJpar IO IPETXOIHOM, n% =1— 2% — 3s°-AlsdP _

n 352412
(I—s)(1—3s)

3277 MOpa OMTH KBAaJApaTr panuoHapHor Opoja.

Haxane, (I — 3s)(I — s)(3s* + [2) mMopa Gutn KBajpaT IPUPOJHOT GPOja.

Onasgie ¢y | — 3s u | — s ucror 3Haka (ako je HeKu o bux (), MOKEMO TPOBep-

uTH Ja ce mobuja modetHo pememe (b,c) = (1,1)). V3 emeny u = |l — s| u

v = |l —3s| nobujamo na je nzpas f(u,v) noTnyn KBaapar. Jlako anaanznpamo

BUXOB HajBehu 3ajenunaky fennial u ckpahyjemo ux o norpedbu. /lakste, o
u v

napa (b, ¢) y 0BOM cay9ajy ¢MO H3IPaJijid Marbu nap (W’ W) Pyrunckom
MIPOBEPOM 3aKJbydyjeMo JIa je 0Baj Iap 3aUCTa MAIbH.

2° H3/1 (2mn — 3n*, m? — 3n?) = 1. Onasze je (b,c) = (2mn — 3n?,m* — 3n?)
uma (b, c) = (3n* — 2mn, 3n? — m?), npu yeMy ApyTH CIydaj OAOAIY]eMO U3
HCTOT pasJiora Kaoy 1°.

Hakae, nmmamo b = 2mn — 3n? u ¢ = m? — 3n?. Camuno Kao mpe, CMEHOM
¢ = (m — in)? nanasumo:

m_352+12

n 2ls

Cana je n% =Im _ 3 % KBa/JpaT paluoHaJHOI Opoja, ma je u 0poj

I5(3s? — 3ls + 1?) = f(s,) xkBaapar upupogHOr GpOja.

Meljyrum, Huje Temko yBepuTu ce na je map (s,l) mamu ox mapa (b, c). Tako
CMO M Y OBOM CJIYUajy U3IPAJIIIN HOBU U MAIbH IAP y3ajaMHO MPOCTHX OpojeBa
KOJU HCIYHaBajy 3aJaTy OCOOUHY.

Hakne, jemmaunna 22 — y> = 1 y CKyIly HO3UTHBHHX DAIHOHAJHEX OpojeBa mMa
jemuHCTBeHO pemrerse (z,y) = (3,2). O

4.2 Cayuaj q > 3 - HejHoB gokas

Osge hemo mokaszaru ja jeiaHaunna r2 — y? = 1 Hema pelllemba Y CKYIy HPHPOIHIX
dpojesa ako je g mpoct 6poj Behu o 3. /loka3 Koju HABOJAUMO JeJI0 je MaTeMaTndapa
Jozeda E. 3. Yejna.
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Ako 6m z 6mro mapao, * — 1 u x + 1 6u Omim y3ajaMHO IPOCTH, Ia Ou 06a OMIH
(¢—TH CTelleHu NPUPOIHuX OpojeBa. MelyTum, pasinka JBa g—Ta cTelleHa He MOKe
outu 2 3a ¢ > 1. OxaBie je x HeMmapHO W Y TAPHO.

Ako je y = 2y, mumamo (x — 1)(x + 1) = 2%'9, nupu vemy je HajBelin 3ajeHUUKE
JeJTUIal, YHHIIala ca Jdese cTpate 2. Ojabje je jeqan o yunHuIana obanka 29~ 1m?,

a apyru 2nf.

oxkas he 6butu gupeKTHa mOCaeanIla cienehe aBe Jeme:

JIema 4.1. Mopa Baxkurn ¢ | .
Jlokas: TIpernocraBumMo CynpoTHO, TO jecT ja ¢ { . SaluiinMo jeJHAUnHYy Kao:
=yl l=(y+ DT -y Ly 1)

CaugHo Kao mpe, MOKeMO 3aKJbydUTH JIa aKO ¢ { T, OHJIA J[Ba YHHHOIA MODPajy OGUTH
y3ajaMHO IPOCTH, I1a 3aTO 00a MOpajy OUTH IOTIIYHU KBaJIPaTH.

Jlaksie, 3a HeKn mpupodan 6poj t je y = t2 — 1.
W3 jesnaunne BianMo 1a je nap (z,y"T ) pememe Ieose jeanaunne a — yb? = 1,
Jacuo je ma je (t,1) meHO MUHUMATIHO pemierbe. Kako HajMame pereme KIacHaHe

[TesoBe jepmaunmue reHepHINe CBa IbeHA pellemna (BEATH [5]), 3HAMO Ja 3a HEKH
HpUpoIan OPoj M BayKu:

Ty T Y= (Vo)

(jacuo je ma y = t? — 1 HEje KBaJpaT, Ia je IpeJCTaBIabe U + v/ JeTMHCTBEHO 3a
esie 6pojese u u v).

Hazame ce KoHrpyeHiuje pajumo y npereny Z[,/y], y CTaHIAPIHOM CMHCIY:

s+ty=u+vyy (mod j) < 3k, 1€ Z, jlk+1/y)=(s+t/y) — (u+vyy).
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[TocmaTpamem Hallle jeJHAYMHE TI0 MOJYJIY ¥ U yHoTpeOoM bunoMue popmyJie, jaCHO
je J1a BaxKu:

z=t"+mt"™ '\ /y (mod y)

Caza ce s1axo 3ak/pydyje (nomro cy 1 u /y suHeapno Hesasucuu dpaxropu y Z[,/y])
nay |z —t"uy|mt™ ! akako je (y,t) = (t* — 1,t) = 1, 3ak/byuyjemo jga y | m.

Cerumo ce Ja W3 TPETXOIHOT 3HAMO Ja je y MapHo, OJaKJie m Mopa OWTH MapHO,
m = 2m/. Caja Hania nodeTHa jeHaYMHA UMa OOJIUK:

q;l m m/
Ty P VY= (VYT =y 2ty)",

1a. peIyKIHjoM OBe jeHaunne 1o MOIyIy ¢ 3aK/bydyjemo gat |z —y™ ut | y%l VY-
U3 nocaeamer 3akbydyjemo aa t | yd = (12 — 1)7, na je t = 1. MelyTum, Tazga je
y = 0, mrro je nemoryhe.

Ha oBaj HAYMH CMO JOMUIN JO KOHTPAAWKIHMje TMPETIOCTaBKOM Ja ¢ | =, ofakJe
ciaeau TBpheme. [

JIema 4.2. © = 43 (mod q).
Jokas: N3 name jenuauune je 22 — 1= (v — 1)(x + 1) = y-.

IIpernoctasumMo a je x — 1 = 297Im? u o + 1 = 2n9. Jlokazahemo ja je obje
x =3 (mod q). Y Apyrom cjaydajy MOCTYIa ce aHAJOTHO U J00Hja CJAUIAH Pe3yaTaT
x = -3 (mod q).

Youumo ciaejehy jeiHAKOCT:

(x;3)2:($;1

[Ipernoctasumo cajia na gt — 3. Cana je t = % npupoaan 6poj Koju Huje Je/bUB
ca ¢ (jacHo je ma je x > 3 Ha MOYETKY, jep 3a Makbe T HeMa PeIlerha).

)2 —2(x —1) = n? — (2m)!

Kaxko je (x — 1,2+ 1) = 2 u ¢ > 3, jacHo je aa je n wemapuo u (m,n) = 1. Caza je
jacuo na je (n?,2m) = 1. Baxsbyuyjemo ja je 3a yzajamMHo mpocre Gpojese u = n?,
v = 2m ¥ npupoJan 0poj ¢t HCIYeHa jeTHAUYNHA;

=ul =0 =(u—v) (™ Ful P+ e 0T
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Casa hemo mokasaru ja YKOJIUKO ¢ 1 t, TO jecT ¢ 1 u — v MOpa BaXKUTH Ja CY IHH-
HOIH ¢ JeCcHe CTpaHe y3ajaMHO IPOCTH IPUPOTHU OpojeBH, oJakae 0b6a Mopajy OuTu
MOTIIYHU KBaJIPaTH.

BamcTa, aKO HEKH POCT Opoj r # ¢ jeu 06a YUHUOTA, HMaMO 13 je u = v (mod r),
a TOIINTO JIeJIM APYTH YAHMAJIAL, KMaMO:

0= ' +uv+ ... + 01 2u+ v = qui™t (mod 1),

onakje r | u, ma r | v, mro je Hemoryhie jep cy w u v y3ajamMHO mpocTH GpOjeBH.
Hakie, u — v = n? — 2m je nornyT kBagpar. OH je 04UTO Mambu o N2, 1a je:

n—2m<(n—-1>=2m>2n—1=m>n

MebyTum, mogcerumo ce qa je z —1 = 29"'m? u x4+ 1 = 2n9, onakie je 29 2mi+1 =
nd, mro je caga Hemoryhe jep je 2972 > 1 um > n.

Jlakite, Hama npeTnocTaBka ¢ f © — 3 je mOrperiHa, ojakie ciaean TBphere. [

Ha ocnoBy oBe aBe Jieme 3ak/bydyjeMo Ja ¢ | 3, ogaksie cjenn ja HaIla jeTHaInHa
12 — y? = 1 HeMa pelllera y CKYIy OPUPOJHUX GpojeBa 3a Ipoct 6poj ¢ > 3.
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4. Cayuaj p=2
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JegaH resepaJjiadn 3aKJby4dak

Y JocajianimeM Jies1y pajia mo3abaBuiim CMO ce CaydajeBUMa KaJia je HeKH OJ P U ¢
jennak 2. Cama hemo mpermnocTtaBuTH j1a cy oba 6poja Beha o 2.

Y oBoMm moriaspy gokazahemo ma p | y wim g | x. [Homenyhemo jomr u na je 6puran-
cku maremarudap [lon B. C. Kaciic je 1960. rogune poka3ao jga 00e pesalmje Bazke.

JacHo je ja cy p m ¢ pas3jamyduTH [POCTU OPOjeBH, jep pas3/idKa JBa pP—Ta CTEleHa
npupoHuX OpojeBa He Moxke Gutu 1. Jlokazahemo na ako je p > ¢ onja q | x,
OJIHOCHO Jla y ciay4dajy p < g umamo p | y. OBa JBa ciydaja cy BpJO CAHYHA, 1A
heMo g0Ka3aTu MPBU, & JAPYTH NPENYCTHTH YUTAOILY.

JIema 5.1. Ako je p > ¢, onza q | z.

Jlokas: TlpernocraBumo na je p > q u g 1 x. SanucalieMo NMOYETHY jeAHAYHHY Y
00JTUKY:

o=yl + 1= (y+ D)y -y T+ g+ D),

N3 ucror pasjiora kao mpe, ako JiBa YHHUOIA C JIECHE CTpaHe HUCY Je/bHBA C (),
OHM MOpajy OWTH y3ajaMHO TpocTH. 10 3Ha4W Ja cy oba MOTHYyHU P—THU CTe-
IeHHU, 1a je 3a HeKu npupojan Opoj ¢t > 2 umcnymeno y = tP — 1. Jlakiae, umaMo
P = (P — 1)1+ 1 < ()7 = tP1, omakie je x < t9.

MebyTum, To 3HaUn ga je (19 —1)P > aP = (t —1)94+1 > (t* — 1)7, na gu3ameM OBe
Heje/IHAKOCTU Ha CTereH ]% 3aKJbydyjeMo:

19



20 5. JemaH reHepaJjiaH 3aKJby4aK

(t9—1)7 > (t* — 1)»

Tokazahemo na je dynknuja f(z) = (t* — 1)% crporo pacryha 3a x > 0wut > 1,
YAMe J0Ja3UMO 10 KOHTPAJIUKIIIje jep je p > q.

1_
Jlako paaynamo: f'(z) = (t_;#(tx cx-Int— (" —1)-In(t* — 1)) > 0, jep je upsu
TUHATAI OYUIJIETHO HO3UTUBAH, a mommTo je t¥ > t* —1lux-Int = In(t*) > In(t* —1),
7 JIPYTH je TO3UTUBAH.

OBume cMo mokazanu ga ¢ | z. O

Jlokazahemo joIIr jeHy JemMy Koja TOBOPH O TOME Ja & MOpa OUTH ,,BEJIMKO” Y OJHOCY
Ha p U q KajJa je p > q.

Jlema 5.2. Ako je p > ¢, onga je z > g+ ¢P~ L. Cmuuno, 3a p < qjey > p+p? L

Jlokas: TIpeTmocTaBuMO Aa je p > ¢ U JOKa:KHMO 712 je x > g + ¢°~ L. Hejemnakoct
y caydajy p < ¢ ce J0CTa CAWYHO JOoKa3dyje (MIPUMeTHMO Ja y3 YCIOB Ja Cy T U
Yy IPHUPOJHU, jeTHAYNHA HUje CKPO3 CHMETPUUHA II0 P U ¢, Ia He MOXKEMO IpeT-
IIOCTABATH FHUXOB HOpeIak 0e3 yMamerma ommrocTr. MelhyruMm, ako KazkemMo ga cy
T W Y e, IbUXOBUM HEIHPAEM [0 HOTPEeOr TO MOYKEMO YPaJUTH, IIpH 4eMy he
Hale HejejHakocTn ourn x| > g+ ¢P~t, onnocno |y| > p+p?t), na je npemymramo
qUTAOILY .

[To mperxoiHoj Jiemu, 3HamMo Jia cy y + 1 u % JgespuBE ca q. U3 jesa 2.1 cehamo

q
ce 11a 3;%11 He MOJKe OUTH JeJBUB ca ¢-°.

y+1
qp~1

[lomTo je P nemuso ca ¢P, y+1 mopa 6utu nepuso ca ¢P~ L. JacHo je 1a cy omma

yI+1
pES]

u y3ajaMHO MPOCTH MPUPOIHN OPOjeBU YUjU je TPOU3BOJL (f)p, ma OHU MOPajy

OUTH MOTIYHU P—THU CTENEHU NPUPOIHUX OpojeBa.

Jlake, 3a Heke mpupojHe 6pojere a u b je:

y'+1

+1=¢""a?,
J ¢ y+1

=qb’ u x = qab.
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Omareje "' | y+1 = P =¢y9 ' — . —y+1 = (-1 —(=1)T 2+ —(-1)+1 =
q (mod ¢*~1) = "2 | P — 1.

Buamo ga je p > 2, na usmely ocrasior ¢ | b — 1. To 3uaun na je nopesak 6poja b
0 MOJIYJIy ¢ Aesuall opoja p, na je on 1 mau p. [locienme je Hemoryhe, jep 3uamo
Jia Taj mopeaak Mopa genutu ¢ — 1 < p. daknue, ¢ | b— 1.

[To Jlemu o mu3amy Ha €KCIOHEHT, 3HAMO Ja je, 300T ¢ | b— 1, 33/10Bo/beHA je THAKOCT
v (P — 1) = vy(b — 1) + vy(p) = vy(b — 1), onakne 3akmyuayjemo aa ¢?~2 | b — 1.
Anrreprarusno, 36or b =1 (mod q) m ¢?=2 | (b—1)(b*~' + P2 + ... + b+ 1) 3mamo
Jla JPYTH YHHEJIAI Jlaje OCTaTak p IIPU JIeJbelby Ca ¢, OJaKje je Jpyrd JHHUJIAIL
y3ajaMHO IpOCT ca ¢, ma ¢*~2 | b — 1.

U3 nocsiebe penanuje je b > 1+ ¢P~2 (ne moxe 6utu b = 1, jep 6u raga Gujo
=2 =1+y(y—D)+9°(y— D+ +y 2 (y—1) > 1+ Gy(y—1) > 1+ 512y =
1+(¢—1)y > ¢g3ay >2-u3yserak y = 2 cCMO aHAJIU3UPAJIN Y IPBOM CJIy9ajy Jesa

2.1).

13 nocsieimbe Heje JHAKOCTH je cajia jacHo Ja je © = qab > gb > q(qP2+1) = ¢? 1 +¢,
quMe je JieMa jgokasana. [
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5. Jenan reHepaJjsiaH 3aKJby4YaK




6

MuxajjiecKkyoBe JieMe

Y oBom morsiaB/by hemo HaBecTn 0e3 jg0Ka3a HEKOJMKO CJIOYKEHHjUX pe3y/arara Koje
je Muxajiiecky u3Beo, a Koju cy OuJiM KJ/by4YHHU 3a pemiaBame Karajamnose mper-
noctaBke. Takobe, komenTapucalieMo 3aIlITo ¢y OHM JIOBO/bHH 3a caM J0Ka3.

[Tocmarpajmo jeanaunny xP —y? = 1 3a HenmapHe p u ¢ (IOJCETUMO Ce JIa CMO CJTyda-
jeBe Kaza je HeKW o7 p u ¢ jegrak 2 Beh muckyrToBamm). Taja BaxKw:

1° (Jokazano 2000.) p?~' =1 (mod ¢*) u ¢*~' =1 (mod p?);

2° (Hoxkazano 2002.) p =1 (mod q) wau g = 1 (mod p);

3° (MTokazano 2003.) p < 4q¢? u q < 4p>.
OBu ycioBu joKazanu cy y3 mpernoctaBky zP — y? = 1. Caja MOXKeMO OCTaBUTH
Ty jelHAYUHY IO CTPAHU U U3 TPU JIeMe 3aK/by9IUTH J1a HE OCTOje OBAKBH IMAPOBU
HENApPHUX IIPOCTUX Opojena.
Bes ymamema ONImTocTd, HeKa y yeaoBy 2° Baxku p = 1 (mod q).

Hokazahemo na u3 osora u p?~' =1 (mod ¢?) caenu p = 1 (mod ¢?).

Hame tBpheme ciean aupekTHo 3 Jleme o jnsarmy Ha €KCIOHEHT (y3 CTaHIAp/He
O3HAKe UCIOJ):

2 <o,(pT = 1) =v(p = 1) +vgg — 1) = vy(p — 1),

360or p =1 (mod q), onakie caenn TBpheme.

23



24 6. MuxajireckyoBe jeme

3a untaone KojuMa je Jlema o Iu3amy Ha eKCIIOHEHT HEMO3HATA, HABOIUMO JOIII jeJaH
JeTHOCTaBaH JOKa3.

Hexa je p = kq + 1. JloosbHO je nokazatu jga q | k. Uspauynmahemo p?~! npexo
bunomue opmy.ie:

q—1 ) q—1 L.
Pt = (kg + 1) = 3 () (k) =14 (g = Dhg+ ¢ X (kg =

1=0 =2
1+ (g — 1kq (mod ¢),

oflakJIe 3akibydyjemMo aa q | k jep je (¢, — 1) = 1.

Caga uz p = 1 (mod ¢°) u p < 4¢* (u3 3°), 3ak/bydyjemo jga 360r p # 1 6poj p
y3uMa Heky oJ1 ciaegehux speanocru: ¢2+1, 2¢° +1 nnm 3¢* + 1. Kaxko je ¢ > 2, oHo
je Hemapho, na npsa u Tpeha MoryhHocT oaMax oTmasajy jep ¢y TO mapHu OpojeBu
Behu o1 2, na p He 6u 6UO LPOCT.

JHakme, mopa 6utn p = 2¢% + 1.

MehyTuMm, Kako KBaapaT IpUPOIHOT Opoja Koju HHUje JIeJpbUB ca 3 JAaje ocTaTak 1 mpu
JleJberby ca 3, ako je ¢ > 3 6poj p = 2¢° + 1 6uo 6u gepus ca 3 u Behn ox 3, na p me
Ou OMo 1pocCT.

Onabie 3akpydyjeMo ga je ¢ = 3 u p = 2¢% + 1 = 19.

Mebyrum, jako pauynamo: 318 = 7293 = 7% = 343 # 1 (mod 19> = 361), mro
MPOTUBPEYN yCJI0BY 1°.

Jlakste, oBe JieMe JIOBOJBHE CY 3a JI0Ka3 KaTajmaHOBe IMPETIOCTAaBKE YKOJIUKO CY P U
q Henapuu 6pojesu. [
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3akJpydak

Tokom pajia cMo ce OGaBuM pentaBameM jegnaunne xP — y? = 1, roe cy © u y
npupoaau 6pojesu Behu ox 1, a p u ¢ mpoctu 6pojeBu. Y JApyroj IIaBU PEIIHIH CMO
caydaj Kaja je y cTeleH MpocTor Opoja, 3aTUM MOKYIIAIHN Ja PEeNIUMO CJIyYaj Kl je
x creie 1mpocror 6poja. Haunuim cMo Ha 1noTeHIMjaaHy HPEnpeKky: Kaja je ¢ = 2,
HE MOYKEMO HCKOPUCTUTH OCOOMHY cTereHa npoctor 6poja Ha Heku moceban HAaUWH.
Taxo ¢MO OTBOPWIN CAyYaj ¢ = 2 W PEIuIn ra 33 TPOU3BO/bHE X,y > 2 U MPOCT P.
Y 4eTBPTOM MOTJIaBJBy OABHJIH CMO Ce jeTHAYUHOM KaJa je p = 2 M MPUMEeTHJH /1A
ce jenuuo perremse (3,2,2,3) mamxasu ty. lame cMo anamu3npain 10mba OTpAHHIeTha,
3a x MYy U JgoKazaam ga ¢ | v wiu p | y. Ha xpajy, y mecrom norjasiby, Hasejiu
cMo Jieme Koje je Muxajiecky j0Ka3ao u Koje cy Omiie J0BOJbHE 3a KOMILIETHPAHE
Jokaza Karasianose npeTmnocTraBke.

Wckopuctno 6ux npuianky Aa 3axBajauM cBoM MeHTopy, CteBany ['ajoBuhy, Ha KO-
PUCHUM CyrecTrujaMa OKo pajia u nmomohu y m36opy aureparype. 3axBasbyjeM CBUM
npodecopuma Maremarnyuke ruMHasuje Ha HeCeOMYHO] NAXKIbU U 3aJjaramy, KO-
juMa cy JOUpUHEJN pa3Bojy Moje jbyOaBu mpemMa maremartunu. Ha Kpajy, 3axBaby-
jeM CBHM CBOJHM JIpyrapuMa ca KOjHMa caM IpOBeO He3a00paBHUX INECT T'OJUHA Y
MaremMaTnIKOj] TUMHA3U]H.

25
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7. 3akJpy4ak




JIuteparypa

René Schoof, Catalan’s Conjecture, Springer Universitext, Springer Verlag, Lon-
don, 2008.

Yuri F. Bilu, Yann Bugeaud, Maurice Mignotte, The Problem of Catalan,
Springer Universitext, 2014.

Yuri F. Bilu, Catalan’s conjecture (after Mihailescu), Sém, Bourbaki Exp. 909,
Nov. 2002.

Pamuperma  meanx  Opojesa  https://imomath.com/srb/dodatne /rasirenja-
Q_ ddj.pdf

[Tenosa jemnaduna https://imomath.com/srb/dodatne/Pelovajedn ddj.pdf

27



